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2.2.B10
Necht’ (G, ·) je grupa. Potom:
a) dokažte, že průnik libovolného neprázdného systému podgrup grupy (G, ·) je opět podgrupou grupy (G, ·).

Označme:
pro konečný systém: podgrupy H1, H2, . . . ,Hn a indexovou množinu I = {1, 2, . . . , n}
pro nekonečný systém: podgrupy H1, H2, . . . a indexovou množinu I = N

∀i ∈ I : Hi ⊆ G⇒
⋂
i∈I

Hi ⊆ G

Označme e jedničku grupy G. Pak e je jedničkou každé její podgrupy.

∀i ∈ I : e ∈ Hi ⇒ e ∈
⋂
i∈I

Hi ⇒
⋂
i∈I

Hi 6= ∅

Necht’ a, b ∈
⋂
i∈I

Hi lib.⇒ ∀i ∈ I : a, b ∈ Hi

a, b ∈ Hi ⇒ (a · b−1) ∈ Hi, protože Hi je grupa, pro ∀i ∈ I

∀i ∈ I : (a · b−1) ∈ Hi ⇒ (a · b−1) ∈
⋂
i∈I

Hi

Máme tedy: pro a, b ∈
⋂
i∈I

Hi libovolné, je (a · b−1) ∈
⋂
i∈I

Hi ∧ ∅ 6=
⋂
i∈I

Hi ⊆ G

⇒ (
⋂
i∈I

Hi, ·) je podgrupou grupy (G, ·)

b) ukažte, že sjednocení dvou podgrup grupy (G, ·) obecně není podgrupou grupy (G, ·).

Zvolme si grupu (C,+) a její podgrupy (Z,+) a (i · Z,+), kde i · Z = {i · z | z ∈ Z libovolné}
Např.: 1 ∈ Z a i ∈ i · Z [

(1 + i) 6∈ Z ∧ (1 + i) 6∈ i · Z
]
⇒ (1 + i) 6∈ (Z ∪ i · Z)

Z ∪ i · Z tedy není uzavřené na operaci +, není tedy ani grupoidem, natož podgrupou grupy (C,+).


